Clasa a VI-a

Subiectul 1. Fie triunghiul echilateral ABC. Pe laturile (EC},
(CA), (AE) se considera punctele M, N :i respectiv P astfel incat

ml:‘rEE") =z°. m(ﬁPJ =2z m {E‘I?‘wf) = 3z°.

a) Aratagi ca triunghiul BPN este isoscel.
b) Dacd x = 15, demonstrati ca MN 1L AC.
. Mzrecea Fianu
Solutie. a) Unghiul ANFE este exterior triunghiului ENC, deci
m (A‘\,le =z +60°. Avem

i— r—

m (B?P) =m (H.&-‘BJ —m ( 47 'P) = 60° — x°

m (AE_;L) =1m (ﬁ_g{?) —m (FIE‘_;&) = 60" — x°.
Prin urmare, gd‘_'v'__?-" = E;Bh;v_' adica triunghiul BPN este isoscel.
b} Daca x = 15, atunci, conform punectului a), triunghiul EPN este
dreptunghic isoscel.

Deoarece m (EP}LE) = 45%, rezulta ca [PM este bisectoarea unghiu-

lui BPN. Cum triunghiul BPN este isozscel cu baza (BN, rezulta ca PM
este mediatoarea segmentului [BN] . In consecinta, [BM] = [M N] , adica
triunghiul BM N este izoscel. Inseamna ca m (B"\qﬂ’} = m (GB"(] —
157 o .
Unghiul N C este exterior triunghiului BEM N, deci m [C?N_M) =
am ( ;"Efﬁ}‘?) = 30°.
Rezultd ca in triunghiul MNC, m ((fﬁ:{) =90° adicda MN L AC

Subiectul 2. Numerele naturale @, b, ¢ reprezinta lungimile laturilor
unul triunghi. 5tiind c& unul din cele trei numere le divide pe celelalte
doud, ardtati cd triunghiul este isoscel.

Florian Dumitrel



Solutie. Presupunand ci a | o 5i o | ¢, existd m,n £ N*, astfel incat
b=ma gl c = na.

Fard a resirénge generalitatea problemei, presupunem cia & = ¢
atunci m = n.

Cum a+b = ¢, rezultd cd a+ma > na, deci m+1 > n, adicd m = n.
Ca urmare, m = n, deci b = ¢, adica triunghiul este izoscel.

Subiectul 3. a) Aratati ca 2008 se poate zcrie ca suma modulelor
a patru divizori intregi, diferiti, ai lui 2008,

b) Aratati ca orice numér natural nenul A divizibil cu 2™ n € M*, ze
poate scrie ca suma modulelor a n4-1 divizori intregi diferifl ai numarului
A

Mircea Fionu

Solutie. a) 2008 = |—-251| + |251| + 502 + 1004 .

b) Daca A este divizibil cu 2", atunci existd p £ N" astfel incat
A=2".9

Deoarece 1+ 2+ ...+ 2“_L= 2% — 1. rezulid ci

e

¥ OuUmers
|=1 + 1] + 2] + |2 + ...+ [2* | =27,
de unde, iInmultind cu p, obiinem:

A=2"p=|-p|+ |p| + 20| + [2%p| + .. + |2 'p|.

o

n+1 numers

Subiectul 4. La un concurs se dau 4 probleme. Pentru rezolvarea
corectd gl completd a primel probleme se acordd 2 puncte, 3 puncte
pentru a doua, 2 peniru a treia gi 9 puncte pentru a patra problema.
Pentru fiecare problema nerezclvata sau incomplet rezolvata se acorda 1
punct din oficiu (nu se acorda punctaje intermediare).

a) Aratati ca daca dol concurenti au obfinut acelagi punctaj. atunci
au rezolvat, corect gi complet, aceleagi probleme.

b) Demonstral ¢i daca suma punctajelor tuturor concureniilor este
un numér par mal mare sau egal cu 90, atunci, la una dintre probleme,
cel putin doi concurenti au obiinut acelagi punctaj.

foan Valeriu



Solutie. a) ScAzand punctul din oficiu pentru fiecare problema,
putern spune c& fiecirul concurent i se acordd 4 puncte din oficiu, iar
pentru rezolvarea problemei 1 1 se acordd suplimentar 1 punct, pentru
rezolvarea celei de-a doua 2 puncte, 4 puncie pentru a treia gi § pentru
a patra.

Ca urmare, punctajul obtinut de un concurent A este 4 +a; — 2a: +
dag + Say, unde a; = 1 daca a rezolvat corect problema 7 51 a; = 0 daca
nu a rezolvat-o.

Daca doi concurenti 4 51 B au acelagi punctaj, cu notatiile de mai
sus, rezultd:

d4 a1+ 2ay +4dag+8ayg =4+ by + 2bs + 4bg + 8bhy =
= 1 <+ 200 + dag + Sag = by + 202 + 4by + Sby.

Ca urmare, a; gi b; au aceeagi paritate, gi cum ay, b, £ {0,1}, rezulta
] = 'b:- £

Inlocuind, rezultd as + 2a; + day = by + 2bg + dby gi, procedand
asemanator ca mai sus, objinem succesiv:

&2=b2;‘*{13—2{14=ﬁ3+2b4i'ﬂ.3=b3i'ﬂ4=l54:

deci cei doi concurenti au rezolvat aceleagi probleme.

b} Conform punctului a), un concurent poate obtine un punctaj intre
4 51 19 puncte {16 valori).

Daca existd dol concurenti cu punctaje egale, atunci el au rezolvat
aceleasi probleme. conform punctului a).

Deocarece pentru problemele 2, 3 gi 4 fiecare concurent primegte un
numar impar de puncte (indiferent dacd le rezolvd complet zau nu),
suma punctajelor obiinute la aceste probleme este un numar impar. Ca
urmare, dacd un concurent are un numar impar de puncte, atunci el a
rezolvat in mod sigur problema 1.

Presupunand cd tofl concurengil au obiinut punctaje diferite pare,
atunci suma maxima objinuta ar fi:

44+64+8+104+12+14+ 164+ 18 = 88 de puncte.

Cum suma punctajelor este mai mare ca 90, rezulta ca existd cel putin un
concurent care a obtinut un numar impar de puncte. Insa suma puncta-
jelor este numdar par, deci numéarul celor care au obfinut un numér impar
de puncte ezte par (cel putin 2), deci, conform observagiei, problema 1 a
fost rezolvata de cel putin dol concurenti.



